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支持合并的自适应 tile coding算法 

施梦宇 1，刘全 1,2，傅启明 1
 

（1.苏州大学 计算机科学与技术学院，江苏 苏州 215006；2.吉林大学 符号计算与知识工程教育部重点实验室，吉林 长春 130012） 

摘  要：针对自适应 tile coding 算法会产生多余划分的问题，提出一种支持合并的自适应 tile coding 算法——

MATC。该算法能够消除传统自适应 tile coding算法中产生的多余划分，进一步解决连续状态空间离散化的问题。

将MATC算法应用于离散动作连续状态的Mountain Car问题上，实验结果表明，该算法在学习过程中能消除传统

tile coding算法的误划分所产生的不良影响，更准确地自动调整划分的精度，并更快地收敛到最佳策略。 
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Mergeable adaptive tile coding method 
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Abstract: In order to solve many unnecessary division, mergence supported adaptive tile coding algorithm was presented 

which would eliminate the unnecessary division. Simulation is conducted on mountain car problem with discrete actions 

and continuous state space.Results show that the proposed method can eliminate the influence of false division in the 

traditional tile coding method and achieve a more accurate adaptive partition of continuous state space. A higher conver-

gence rate is achieved at the same time. 
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1  引言 

强化学习又称为增强学习、再励学习或激励学

习，是一种从环境状态到动作映射的学习方法。在

与环境的交互学习中，agent选择动作，环境对这些

动作做出响应，并产生新的场景给 agent，同时环境

也将给出评价性回馈信号。来自环境的评价性反馈

信号通常称为奖赏值或强化信号，随着时间的推进，

agent的目标就是极大化(或极小化)期望奖赏值。 

许多领域的实际问题都可以描述为强化学习问

题，因而强化学习具有广阔的应用前景。但是，由

于实际系统的空间往往是大规模或连续的，使强化

学习不可避免地存在状态变量的空间复杂度过大的

问题，即“维数灾”问题。因此，与强化学习的理

论模型相比，实际的应用问题要复杂得多，这导致

强化学习理论在实际应用中存在非常多的困难。 

目前，解决强化学习中大规模连续状态的表示

问题主要有 2类方法。参数化表示的函数逼近方法

和离散化方法。相比于函数逼近方法，离散化方法

更加简单、易于实施。对于离散化方法，如果简单

地采用对连续空间进行等精度划分的方法，若划分

过于粗略，则不能很好地表达状态空间；若划分过

于细致，则状态数量随着划分精度呈指数型增长，

面临“维数灾”问题。Tile coding 算法[1]是解决这

一问题的一种基本算法。实际上，状态空间中与学

习目标相关的状态只占整个离散状态空间的极少

部分[2]，且这些相关状态也并不是均匀分布在整个

状态空间中。因此，对于整个状态空间进行等精度

收稿日期：2013-11-15；修回日期：2014-03-10 

基金项目：国家自然科学基金资助项目（61272005, 61472262）；江苏省自然科学基金资助项目（BK2012616） 

Foundation Items: The National Natural Science Foundation of China (61272005, 61472262); The National Science Foundation 

of Jiangsu Province (BK2012616) 

doi:10.11959/j.issn.1000-436x.2015047 



第 2期 施梦宇等：支持合并的自适应 tile coding算法  

2015047-2 

离散化并不能取得很好的效果。由 K-means衍生出

的一系列算法[3～6]虽然能够解决这一问题，但算法

的效果过于依赖初始值的选取且计算量太大。此

外，径向基生长算法[7]、可变分辨率算法[8]、基于

树表示的算法[9]虽然能节约更多的存储空间，但是

并未能取得更好的离散效果。Alexander 等[10]的研

究成果表明，当泛化性随着学习过程的进行而不断

地减小情况下，可以取得更好的学习效果。针对这

一思想，为了获得更好的离散效果，Shimon等[11,12]

结合自适应算法提出了一种自适应的 tile cod-

ing(ATC, adapting tile coding)算法。Nokhbeh-Zaeem

等[13]把 ATC 算法与神经网相结合，使得离散状态

空间能更精确地逼近实际状态空间，从而获得更优

的学习效果。Stephen等[14] 提出一种改进后的自适

应规则也能大幅提高离散空间的表征能力。 

本文提出一种支持合并的自适应 tile coding 

(MATC, merging to adapt tile coding)算法，该算法在

传统的自适应 tile coding算法中融入状态合并的思

想，更进一步地解决连续状态空间离散化的问题，

并对 MATC 算法给出了收敛性证明。将 MATC 算

法用于有限动作连续状态的Mountain Car实验，结

果表明，MATC算法具有更快的收敛速度以及在同

等精度下更强的表征能力。
 

2  背景知识 

2.1  马尔科夫决策过程 

马尔科夫决策过程由四元组 , , ,X U fρ＜ ＞ 定

义。X ：环境状态集，U ：策略集合，ρ ：奖惩函

数， f ：状态转移函数。本质是：当前状态向下一

状态转移的概率和奖赏只取决于当前状态和选择

的动作，与历史状态、动作无关。在每一个时间步
k，环境处于状态集合 X中的某一状态

k

x ，agent选

择动作集合U 中的一个动作
k

u ，收到立即奖赏
k

r ，

并转移至下一状态 '

k

x 。状态转移函数 ( , , ' )

k k k

f x u x

表示在状态
k

x 执行动作
k

u 转移到状态 '

k

x 的概率。

状态转移和奖赏函数都是随机的。 

agent 目标就是寻求一个最优控制策略
*

: x uπ → ，使得长期回报值最大化。在给定模型

的强化学习问题中，agent只需要找到最优的值函

数 *

:V X ρ→ ， *

( )V x 是以 x为起始状态 agent 所

能获得的折扣长期回报。当获得 *

V 后， *π 就很容

易确定 

 

* *

( ) arg max [ ( , ) ( ( , ))]

u

u x u V f x uπ ρ γ= +  

其中， [0,1]γ ∈ 是折扣因子。 

2.2  自适应 tile coding  

Tile coding是一种连续空间离散化算法，这种

算法的离散状态数目是人为设定的。Tile coding将

状态空间划分成若干个 tiling。通常来说，这些 tilings

只是彼此之间存在一定偏移量完全相同的划分，而

tiling中的每个分量被称作一个 tile。只有当所给状

态落在相应 tile 的区域时，这些二值特征才会被激

活。图 1 给出了一个由 2 个二维 tiling 组合而成的

tile coding。 

 

图 1  多个重叠的网格 tiling 

Tile coding所表示的值函数是由一系列的权值

确定的，每一个权值代表一个 tile，例如
  

 

1

( ) ( )

n

i i

i

V x b x w

=

=

∑

 

其中，n为 tile的总数， ( )

i

b x 为状态 x下第 i个 tile

的值(0或 1)，
i

w 为 tile的权值。事实上，并不需要

计算所有 n个 tile的总和，因为在每一个 tiling中只

有一个 tile是被状态 x激活的。给定 m个 tiling，可

以很方便地计算出被激活的 m个 tile的索引以及它

们的权值。 

给定一个马尔科夫模型，可以利用动态规划计
算 ( )V x∆ 来更新状态 x的估计值 

 ( ) max [ ( , ) ( ( , ))] ( )

u

V x x u V f x u V xρ γ∆ = + −  

此外，还可以调整每一个权值来减少 ( )V x∆  

 ( ) ( )

i i i

w w b x V x

m

α
← + ∆  

其中，α 为学习速率参数。 

ATC 算法是一种开始只确定一个简单划分的
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tiling，然后再逐渐细分现有 tiling 的离散化算法。

这使算法的精度随着划分数目的逐渐增加而不断

提高。算法开始只具有少数的表征范围较大的 tile，

在学习过程中通过对现有 tile的划分逐渐地增加 tile

的数目。目前，ATC算法多采取对已有 tile进行均

分的分割算法。图 2描述了一个二维空间的分割过

程。 

 

图 2  自适应 tile coding分割过程 

agent 通过分析当前的值函数和策略能决定何

时对哪些 tile 进行分割。通过这种算法可以自动地

获得一个有效的分割。 

3  支持合并的自适应 tile coding  

3.1  算法说明 

ATC算法相比于传统的 tile coding算法具有更

好的学习效率而且能更好地表达一个连续的空间，

即能用更小的存储空间精确地表达整个连续空间。

但是，这种逐渐分割的自适应算法也在很大程度上

浪费许多不必要的存储空间。 

一方面，ATC算法是在学习过程中根据当前的

值函数及策略对已有 tile 进行逐步划分。但是，在

学习过程中的值函数还没有完全地收敛，所以并不

能很好地表达当前状态的好坏程度。因此，基于当

前值函数及策略的划分就很有可能造成很多的误

划分，即会进行许多没有必要的划分。 

另一方面，开始时只对状态空间进行了粗略的

分割，每个离散区域的范围比较大，而学习过程中

所得到的值函数则可以看作是区域内所有状态值

函数的平均值，并且在进行分割时采取的是均分策

略，所以可能导致值函数相似的局部地区也被划分

(如图 3所示)。 

图 3中左图显示了一个 tile中各个不同区域的

权值，而 tile 的左右两半的权值差达到了分割的阈

值，则对 tile进行分割得到图 3中右侧的 2个相邻

的 tile。从图中可以看到，虽然对于 tile的左侧区域

和右侧区域来说，它们满足分割的要求，但是这种

对整个 tile 进行均分的分割也不一定是必要的，例

如 tile中上半部分的 2个相邻区域具有很强的相似

性却被分在 2个部分。这对于图 3中 tile的上半部

分的 2个相邻区域就造成一次误划分。 

在精度足够高的情况下，这种误划分不仅会对

当次的分割有效性造成影响，也会对之后的分割产

生较大的影响，需要更多的划分来弥补(如图 4 所

示)。为使它们都能够收敛，就需要更多的情节。而

在精度确定的情况下，可能会出现没有足够多的划

分来弥补这种误分割，这就使得最终的划分并不能

达到理想的情况。所以，这种不合理的分割不仅会

导致存储空间的浪费，而且对学习的收敛效果也有

一定的影响。 

 

图 4  经过多次分割后的相邻区域 

图 4是对图 3中上半部分被分割开的左右 2个

区域又进行多次分割后的结果。从图中可以看出，

在最差的情况下，3 对横向相邻的区域权值都非常

相似，但却因为之前的一次误划分而都被分割成 2

部分。这与最好的划分情况相比，就要多进行一倍

以上的分割，也多出了一倍的权值需要学习收敛，

从而不仅大大地浪费存储空间，也减缓了学习的速

率。针对这一问题，本文提出一种 MATC 算法。

MATC算法虽然不能阻止误划分的产生，但却可以

在误划分产生后对其进行一定的消除，减弱误划分

产生的影响。 

剩下所要确定的问题就是：何时进行合并以及

对哪些 tile 进行合并。合并的策略可以有多种，也

存在不同的决定合并的因素。本文采用一种简单的

整边合并算法，只有当 2个相邻的 tile在低一维空

间中具有完全相同的表征范围时才可能发生合并，

 

图 3  自适应 tile coding的一次分割 
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即在二维空间中 2个 tile具有一条相同边而在三维

空间中 2个 tile具有一个相同面才可能发生合并。

这能确保合并后的 tile 仍是规则的，为算法的实现

提供了很大的方便。而对于那些与当前更新的 tile

可能发生合并的 tile，计算它们与该 tile 的权值差
| ( ') ( ) |w w x w x∆ = − 。当 w∆ 小于当前 Bellman 误差

时，则进行相应 tile的合并。具体算法如下。 

算法 1        MATC算法 

1) 初始化一个具有 n个 tile的 tiling 

step1  重复 n 次（i为次数） 

赋第 i个 tile和 2k个 sub-tile的权值为 0; 

step2  0c ← （当前最小 Bellman 误差维持的

更新次数）； 

2) Repeat 

step1  x ←从 x中随机选取一个状态 

step2  ( ) max [ ( , ) ( ( , ))] ( )

u

V x x u V f x u V xρ γ∆ ← + −  

step3  w ←被 x激活的 tile权值 

step4  ( )w w V sα← + ∆  

step5  重复 2k 次（d为次数） 
①

d

w ←被激活的 sub-tile权值 

② max [ ( , ) ( ( , ))]

d u d

w x u V f x u wρ γ∆ ← + −  

d d d

w w wα← + ∆  

③ | ( ') ( ) |w w x w x∆ ← −  

④ if w∆ ＜Bellman误差合并两相邻 tile 

step1  if | |V∆ ＜ 所有被激活状态的Bellman误差 

      

0c ←
 

step2  else 

      

1c c← +
 

step3  if

c p＞
 

    对该 tile进行分割 

        0c ←  

3) until到达目标或训练结束。 

MATC算法在原有的 ATC算法中加入相邻 tile

合并的部分，根据一定的阈值条件决定是否要对相

应的 tile进行合并。 

3.2  收敛性分析 

定理 1  在一个有有界回报 ( , ) | ( , )x u x u cρ∀ ≤

的确定性MDP中，agent用 ˆ

( ) max ( ( , )V x x u

u

ρ← +  

ˆ

( ( , )))V f x uγ 规则训练，将表 ˆ

( )V x 初始化为任意有

限值，并且使用折扣因子γ ，0 1γ≤ ≤ 。令 ˆ

( )

n

V x 代

表在第 n次更新后 agent的假设 ˆ

( )V x 。如果每个状

态都被无限频繁地访问，那么对所有 x，当 n → ∞

时， ˆ

( )

n

V x 收敛到 ( )V x 。 

证明        因为每个状态无限频率发生，考虑连续

的区间，其中每个状态至少发生一次。所需要证明

的是，在 ˆ

V 表中所有表项上的最大误差在区间内至

少按因子γ 减少。ˆ

n

V 为n次更新后agent估计的V 值

表。令
n

∆ 为 ˆ

n

V 中最大误差，即 

 

ˆ

max | ( ) ( ) |

n u n

V x V x∆ ≡ −  

使用 'x 代表 ( , )f x u ，r 代表 ( , )x uρ ，对在第

n+1次迭代中更新的任意表项 ˆ

( )

n

V x ，修正后的估计

1

ˆ

( )

n

V x+ 的误差量为 

1

ˆ ˆ

| ( ) ( ) | | max ( ( ')) max ( ( ')) |

n u n u

V x V x r V x r V xγ γ+ − = + − +  

            

ˆ

| max ( ') max ( ') |

u n u

V x V xγ= −  

  

ˆ

max | ( ') ( ') |

u n

V x V xγ −≤  

    

',

ˆ

max | ( ') ( ') |

x u n

V x V xγ −≤  

 

1

ˆ

| ( ) ( ) |

n n

V x V x γ+ − ∆≤  

因此，对任意 x，更新后的
1

ˆ

( )

n

V x+ 的误差最多

为 ˆ

n

V 表中最大误差
n

∆ 的 γ 倍。在初始表中的最大

误差
0

∆ 是有界的，因为
0

ˆ

( )V x 和 ( )V x 的值对所有 x

都有界。在每个 x都被访问过的第一个区间内，此

表中最大的误差最多为
0

γ∆ 。在 k 个区间后，误差

最多为
0

kγ ∆ 。因为每个状态都被无限频率地访问，

这样区间的数目是无限的，因此当 n → ∞时，
0

n

∆ → 。                                 □ 

定理 2  MATC 算法的收敛性。在一个连续状

态空间的确定性MDP中，agent用MATC算法对状

态空间进行逐步离散化的学习。将表 ˆ

( )V x 初始化为

任意有限值，并且使用折扣因子 γ (0 1)γ≤ ≤ ，

x X∈ ( X 为离散化后的状态空间)。令 ˆ

( )

n

V x 代表在

第 n次更新后 Agent的假设 ˆ

( )V x ，
n

X 代表第 n次

更新后的离散化状态空间。如果每个状态—动作对

都被无限频繁的访问，那么对所有
n

x X∈ ，当

n → ∞时， ˆ

( )

n

V x 收敛到 ( )V x 。 

证明        在学习初期，离散化的状态空间还尚未

达到稳定状态，即
n

X 尚未稳定或存在 x（
n

x X∈ ）

的离散分布尚未达到稳定状态。考虑离散化状态空

间稳定后的情形，由于不再对离散化状态空间进行

重划分，所以可以转化为证明在给定表 ˆ

( )V x 初始化
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值的情况下，对所有 x，当 n → ∞时， ˆ

( )

n

V x 收敛到

( )V x 。又因为定理 1 中表 ˆ

( )V x 可以初始化为任意

有限值，所以对所有
n

x X∈ ，当 n → ∞时， ˆ

( )

n

V x 收

敛到 ( )V x 。定理得证。 

4  实验及结果分析 

4.1  Mountain Car实验介绍 

Mountain Car问题是强化学习中的一个经典问

题，如图 5所示，其中 S为最低点，G为右端最高

点，A为左端最高点。小车的任务是在动力不足的

条件下，从 S点以尽量短的时间运动到 G点。系统

的状态由 2个连续变量 y和 v表示，其中 y为小车

的水平位移，v 为小车的水平速度，MC 问题的状

态空间 

[ ]{ } [ ] [ ]T

2

| , 1.2  0.5 , 0.07  0.07y v R y v= ⊆ ∈ − ∈ −x x ， ， ，  

 

图 5  MC问题 

当小车位于 S点、G点和 A时，y的取值分别

为−0.5、0.5和−1.2。控制量为小车所受水平方向的

力，取 3个离散值，即+1、0和−1，分别代表全油

门向前、零油门和全油门向后 3个控制行为。仿真

实验中，系统的动力学特性描述为 

 

bound[ 0.001 cos3 ]

bound[ ]

v v u g y

y y v

= + −


 = +


〓

〓 〓
 

其中，g=0.002 5为与重力有关的系数，u为控制量。

目标是在没有任何模型先验知识的前提下，控制小

车从任意初始点以最短时间运动到 G点。该控制问

题可以用一个确定性MDP来建模，奖赏函数为 

 

1,  0.5

0,    0.5

t

y

r

y

− ＜


=




≥
 

这是一个惩罚型的奖赏函数，其中 t 表示当前

奖赏是在时间步 t时获得。 

4.2  实验结果及分析 

图 6是在不同的 tile数目下，用 ATC算法到达

收敛后，分析它对存储空间的利用率。这里认为，

当 2 个相邻的 tile 的权值差小于各自最小 Bellman

差时，则 2个 tile是存在误划分的。从图 6中可以

看出，ATC算法在对状态空间进行划分时产生的误

划分 tile 的数目会随着 tile 数目的增加而成比例地

增加，误划分比例约为 0.5。为了进一步研究MATC

算法对状态空间大小的影响，对 ATC算法收敛后的

状态空间再次运用MATC算法进行合并，结果显示

可以节约近一半的状态空间。这对于Mountain Car

这类连续空间问题十分关键，可以在很大程度上减

弱维数灾。 

 

图 6  自适应 tile coding可合并 tile数目 

表 1 中显示了在取不同最大 tile 数目的情况，

ATC 算法和 MATC 算法到达收敛情节数的比较。

MATC算法的收敛速度明显要比 ATC算法快很多，

并且这种收敛性的差异随着最大 tile 数目的不断增

长而逐渐变大。由此可以看出，ATC 算法确实在学

习过程中产生许多误划分，为了使这些误划分达到

收敛也在很大程度上减慢了算法的收敛速度。ATC

算法划分的 tile 数目越多，产生的误划分数也就越

多，收敛速度减慢的幅度也就越大。MATC 算法能

够减弱这些误划分对于收敛性的影响，因为 MATC

算法允许对产生的误划分进行弥补从而可以大幅减

少最终的误划分数目，加快收敛速度。误划分的数

目减少也就意味着，在同样的 tile数目的情况下有区

分意义的划分数目增多，能更好地表示状态空间。 

表 1 算法收敛性比较 

tile ATC情节数 MATC情节数 

60 593 168 

100 735 247 

200 2 200 892 

300 6 492 1 217 

 

图 7给出了ATC算法和MATC算法的学习过程
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比较。学习开始时，由于 tile数目还在不断变化，2

种算法都表现出了很大的振幅。但MATC算法在 50

个情节附近就收敛了，而 ATC算法在 600个情节附

近才能收敛，并且MATC算法收敛到的步数比 ATC

算法收敛到的步数要少，因此MATC收敛结果更好。

此外，实验中MATC算法选取的最大 tile数目为 35，

而 ATC算法选取的最大 tile数目为 60。图 8和图 9

分别为MATC算法、ATC算法划分后的状态空间，

从图中可以看出，MACT 算法分割的状态空间并不

像 ATC 算法分割后的状态空间那么规整，允许 tile

之间不对齐的错落分布，有更强的表征能力，能在

给定的最大 tile 数目下更精确地逼近状态函数的实

际分布。由此可见，MATC 算法的划分数更少，但

是效果更好，对连续状态空间的自适应划分进行了

优化，其收敛结果与收敛速度都有所提高。 

5  结束语 

本文针对自适应 tile coding算法存在误划分，

会导致存储空间增大以及学习速率减慢的问题，提

出一种支持合并的自适应 tile coding 算法——

MATC。该算法在学习过程中，根据一定的阈值条

件可以对相邻的区域进行合并，从而消除误划分所

产生的不良影响。本文从理论上分析了MATC算法

的优越性，并通过仿真实验，对它的有效性进行验

证。实验表明，这种算法不仅能大大缩减存储空间，

而且有利于提高学习效率。 

对于 tile 的合并条件，本文采用了一种简单的

阈值条件，即当相邻的整边重合 tile 的权值差低于

某一固定阈值并达到一定次数后进行合并，还存在

许多其他可以用来合并的条件。如何找到更好的合

并策略，这还有待于进一步的研究。 
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